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Le but de cette note-ci est de prouver de façon élémentaire que l'ensemble 
de Julia d'une fonction entière transcendente à une variable complexe n'est 
pas vide et est parfait. Ces résultats sont bien sûr déjà connus: la première 
preuve remonte à Baker [T] et utilisait la théorie des surfaces de recouvrement 
d'Alilfors. Des démonstrations plus simples ont été publiées par Schwick [9], 
Bargmann [2] et Bergweiler [3]. 

On prouvera de façon plutôt directe que J7 7^ 0, alors que la démonstration 
que J est parfait ne sera que une adapation d'un argument de [6j (voir th. 1, 
p. 8) pour les fractions rationnelles, basé sur le lemme de renormalisation de 
Zalcman (lemme [H |10]). Parmi les nombreux articles à ce sujet le lecteur 
pourra consulter aussi [21 [U [5l [7] . 

Lemme 1 Soit H := {fa} une famille de fonctions méromorphes sur un 
domaine W C C: si Ti n'est pas normale à v € W, alors il existe des suites 
{î^n} — V, {rn} i 0, {fn} C Tï et une fonction méromorphe non constante 
h sur C (à dérivée sphérique bornée sur C) telles que {fnivn + i^nz)} — >• h 
uniformément sur tout compact de C ■ 

Rappelons que l'ensemble de Fatou !Fj de / est l'ensemble des points au 
voisinage desquels les itérées de / forment une famille normale de fonctions 
holomorphes; l'ensemble de Julia Jj est le complémentaire de J-f\ J-j est 
ouvert alors que Jf est fermé. 

Ces ensembles sont complètement invariants; on a aussi Jf = Jfon et 
Tf = Tfo-n pour tout n, voir par exemple [3], lemme 13. 

Lemme 2 Soit f une fonction entière transcendante: alors il existe r/ G C 
tel que f°^{'t]) = rj. 
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Démonstration: supposons par l'absurde qu'il n'existe pas un tel point. 
A fortiori, / n'a pas de points fixes, ainsi g{z) := {f°'^{z) — z)/{f{z) — z) 
est une fonction entière ne prenant pas la valeur 0. Grâce au théorème de 
Picard, elle prend la valeur 1: soit zq G g~^{l). On a f°'^{zo) = /(zq), ainsi 
/(zq) est un point fixe de /: c'est une contradiction. ■ 

Théorème 3 Soit f une fonction entière transcendante: alors J^f ^ 9. 

Démonstration Quitte à remplacer / par /°^, on peut supposer que / ait au 
moins un point fixe (lemme[21). 

Cas a) : / a au moins deux points fixes pi et p2- on peut supposer pi G 

i = 1,2, car sinon il n'y a rien à montrer. Il existe donc au moins deux 

composantes de Fatou Ci et €2- donc / dCi C Jj. 

Cas b) : / a exactement un point fixe p: supposons par l'absurde JTj = C. 
Or, soit p est un point fixe attractif, soit irrationnellement neutre. Dans le 
premeier cas, C est le bassin d'attraction à p; dans le deuxième cas, C est 
un disque de Siegel. En tout cas, on proive par linéarisation de Kônigs que 
/ est injectif sur C (voir par exemple [8j, th. II. 1, 11.20, remarque 11.21). 
C'est une contradiction, car on a supposé / transcendant. ■ 

Le théorème suivant est une adaptation du théorème 1, p. 8 de [6j au cas 
transcendant. 

Théorème 4 L'ensemble de Julia J d'une jonction entière transcendante 
f est parfait. 

Démonstration Montrons d'abord que J est infini: si J contient au moins 
deux points, alors, grâce au thoreme de Picard, f^^{J) est infini et on con- 
clut en observant que f~^{J) C J. Montrons par ailleurs que l'hypothèse 
que J contienne exactement un point x, elle mène à une contradiction: en 
effet, f{x) G J, donc f{x) = x. Analoguement, f~^{x) = {x}. Donc 
z I— > {f{z) — x)/{z — x) est une fonction entière transcendante ne prenant 
pas la valeur 0, donc elle prend la valeur 1 une infinité de fois, grâce au 
théorème de Picard. Ainsi / a une infinité de points fixes. Si un nombre 
infini de ceux-ci sont contenus dans J , on a terminé; si, au contraire, il y en 
a seulement un nombre fini, alors il existe un nombre infini de composantes 
de Fatou, ce qui entraîne aisément que J est également infini. 

Soit maintenant ^ £ J: grâce au lemme [H il existe des suites {v^} — > Ç, 
{i^k} i 0, {/°"'''} C {/""I et une fonction méromorphe non constante h sur 
C telles que + î'fc-z)} — > h uniformément sur tout compact de C; 

grâce au lemme de Hurwitz, h ne prend pas la valeur 00: c'est donc une 
fonction entière. 
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On peut trouver zo,Zi G C tels que ^(^o) et h{zi) soient deux points 
distincts de JT": grâce au lemme de Hurwitz, il existe deux suites {^ofe} ~^ 
et {zik} zi telles que /""K^'fe + ^fc^ofc) = Hzq) et f°''''{vk + rkZik) = h{zi), 
ce qui entraîne + r^ZQ^ & et + r^zik € ^ pour tout k. L'une au 
moins des deux suites {v^ + r^ZQ^} et {v^ + r^Zi};} n'est pas stationnaire et 
converge vers ^ dans J. Cela conclut la démonstration. ■ 
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